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iperbolica & stato costruito dal matema-
ico italiano E. Beltrami nel suo Saggio
“di interpretazione della geomelria non-
Fuclidea (« Giornale di Matematiche ».
6, 1868). In questa sede ci limitiamo a
richiamare brevemente quello di F. Klein
(Uber die so-genannte nicht-Euklidische
Geometrie, « Mathematische Annalen »,
4, 1871), rimandando a [1] per l'esame
dettagliato dei principali medelli che so-
no stati successivamente elaborati. Sia
3 una circonferenza euclidea. Chiamia-
mo, per brevita, [-punti e [-rette 1 punti
e le rette della geometria iperbolica.
Interpretiamo gli f-punti nei punti eu-
clidei interni a T e le [-retle nelle corde
di £ (estremi esclusi). Diciamo che un
I-punto P appartiene a una [-retta r se
e solo se il punto euclideo associato a P
appartiene alla corda di I associata a
r. In questa interpretazione la figura pre-
cedente assume laspetto di fig: 2.
Dati la I-retta r e I'[-punto P, le I-rette
m e 1 sono le parallele iperboliche a
ondotte da P. La [-retta s, che passa

fig. 2

~—per P e non incontra r, & una delle iper-

parallele a r passanti per P. Si pud pro-
vare rigorosamente che, interpretando
in modo opportuno le relazioni di ugua-
glianza tra segmenti e angoli, tutti ghi
dssiomi della geometria euclidea risul-
tano veri nel medello. Quindi, se vi fos-
se una contraddizione nella geometria
iperbolica, questa stessa contraddizicne
dovrebbe essere dimostrabile a proposi-
to degli enti del modello ossia, in ultima
analisi, sarebbe una contraddizione nel-
la siessa geometria euclidea.

Con un analogo procedimento si pud
dimostrare la non contraddittorietd della
geometria ellittica (basta interpretare i
punti nelle coppie di punti diametral-
mente opposti di una sfera euclidea e le
rette nei cerchi massimi della sfera).

Si sarebbe portati a ritenere che, con
la scoperta dei modelli delle geometrie
non euclidee, che mettevano sullo stes-
so piano logice le nuove geometrie con
quella di Euclide, non si frapponesse pil
alcun ostacolo alla lero accettazione. In
realtd, storicamente le cose non sono an-
date in questo modo, a testimoniare il
fatto che alla base del rifiute delle geo-
metrie non euclidee non stava il solo
problema logico della loro coerenza.
Sclo alla fine del secolo scorso, con le-
voluzione della concezione del metodo

assiomatico, alla quale apportarcnc im-
portanti contributi i matematici italiani
della scuola di Peano e che giunse a pie-
na maturaziene con D. Hilbert, le teo-
rie matematiche sono state concepite co-
me sistemi astratti, suscettibili di  di-
verse interpretazioni, per cui il proble-
ma della coerenza ha assunto un ruolo
centrale.

Per tornare al periodo che ha seguito la
creazione delle geometrié non euclidee,
occorre segnalare che, a partire dalla fi-
ne del settecento, si assistette ad una ri-
nascita degli studi di geometria pura
dopo che il calcole infinitesimale, cala-
mitando [attenzione dei maggiori mate-
matici, aveva relegato la geometria ad
un ruclo secondario nelle ricerche pii
avanzate. Da un lato, la nascita della
geometria descrittiva, ad opera di G.
Monge (1746-1818), portd alla ripresa e
allo sviluppo della geomejria proiettiva;
d’altra parte, i lavori di Gauss sulle pro-
prieta intrinseche delle superfici diedero
Vayvio agli studi di geometria differen-
ziale.

Senza entrare nel merito delle questioni
tecniche, ci basta segnalare che 1 mo-
delli di Klein sono stati ottenuti nel pri-
mic filone di ricerche e quello di Beltra-
mi nel secondo. In parole semplici, le
geometrie non euclidee sono state inse-
rite, senza la direttz influenza dei loro
fondatori, in teorie geometriche pit ge-
nerali, e cid ha favorito la loro piena
accettazione, almeno da un punto di vi-
sta puramente matematico. Da un punte
di vista epistemologico, invece, sono da
menzionare i tavori di B. Riemann {1826-

1866) e di H. Helmholtz (1821-1894),
del primo Uber die Hypothesen welche
der Geometrie zu Grunde liegen (Sulle
ipotesi che stapno alla base della geo-
metria), del 1854, ma pubblicato postu-
mo nel 1867, ¢ del secondo Uber die
Tatsachen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen (Sui fatti che stanno alla
base della geometria) del 1868, nei quali
comincia a maturare la consapevolezza,
fondamentale per la definitiva aécetta-
zione dei sistemi non euclidei, della di-
stinzione tra la geometria intesa come
disciplina puramente matematica ¢ la
geometria intesa come studio dello spa-
zio fisico. Molte delle resistenze che le
geometrie non euclidee hanno incontra-
to durante tutto il secolo scorso erano in
effetti originate dalla mancata distinzio-
ne tra questi due diversi livelli. La piena
accettazione delle nuove teorie geome-
triche si & avuta solo dopo il supera-
mento delle obiezioni di tipo logico, di
tipc matematico e, infine, di carattere
filosofico.

Dario Palladino
Universita di Genova
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La generallzzazmne del
concetto di geometria

di Carlo Felice Manara

Sarebbe facile osservare che la dissolu-
zione del quadro tradizionale della geo-
metria, avvenuta in gran parte nel seco-
lo XIX, tientra in una ecrisi molto pid
vasta, che ha investito tutta la matema-
tica ed ha portato questa scienza al suo
assetto attuale. Tuttavia non ci & possi-
bile qui inquadrare la evoluzione della
geometria nell’ambito moltc pit yasto
della evoluzione dell’interc universo- del-
la matematica del secolo XIX; pertanto
¢i limiteremo ad un sommario esame del
fencmeno storico, e ad un tentativo di
analisi della dottrina, varia e composita,
che esso ha generato.

Per parte nostra-pensiamo che non c¢i si
debba stupire per il fatto che la dissolu-
zione della geometria tradizionale abbia
dato origine ad una grande quantitd di
capitoli della scienza matematica, che
appaiono anche molto distanti tra\l.gro;

infatti, anche ad un esame frettoloso e
sommario, la geometria tradizionale clas-
sica c¢i si presenta come un insieme di
nozioni ¢ di proposizioni che traggono la
loro origine psicologica da esperienze e
da estrapolazioni che hanno nature ab-

~ bastanza diverse e distanti tra loro.

Senza volere approfondire l'argomento
{che potrebbe forse portare ad interes-
santi conseguenze per la didattica), vor-
remmo ribadire che la nostra esperienza
sul mondo che c¢i ¢irconda & varia e com-
posita; cssa trae origine da _sensazioni
che afferisconc a sensi diversi ed a ma-
nipolazioni di varia natura sugli ogget-
ti; pertanto non ci pare molto strano i]
fatto che una dottrina che si prefigg
~di razionalizzare . queste—esperienze e
“queste manipolazioni abbia delle radici
intrecciate € ramificate.

Non pud qmndi stupire il fatto che il
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processo evolutivo ed innovative sia av-
venuto in mede intricate ed abbastanza
tumultuoso; il che rende difficile Ta sua
disamina esauriente. In particolare di-
ciamo subito che l'analisi che tenteremo
della evoluzicne della geometria non
potra riprodurre esattainente né la gerar-
chia logica delle innovaziceni, né la loro
precisa successione cronologica: si trat-
terd sole di uno sforzo per cercare un
inizio di sistemazicne in una situazione
che appare di sua patura molto com-
plessa.

Per l'analisi che abbjamo in vista ci pa-
re sia utile ricordare alcuni atteggia-
menti che caratterizzano la geometria
classica e che, in certo modo, ne forni-
scono la genesi psicologica ¢ ne fonda-
no gli sviluppi. A nostro avviso, si po-
trebbero identificare tre punti dell’atteg-
giamento classico, che 2 noi appaiono
importanti perché lentrare in crisi di
ognuno di loro ha dato origine ad un
filone di ampliamento e di generalizza-
zione della idea di geometria: precisa-
mente pensiamo che si possa ricordare
in primo luego I'accettazione del concet-
to di corpo rigido e di trasporto rigido
come evidente ed intuitivo; in secondo
luogo la accettazione acritica della estra-
polazione, a distanza comunque grande,
della validita delle esperienze da noi
eseguite sul corpi che ci circondane; in-
fine la accettazione acritica del concetto
di « continuo » ¢ delle sue presunte pro-
prieta. !
Le tracce di questi atteggiamenti si in-
contrano ad ogni passo nella trattazione
classica, perché le nozioni che veniva-
no allora considerate come « evidenti »
ispirano la impostazicne dei problemi,
la loro soluzione ed in generale tutta la
struttura della teoria geometrica.

Ci pare chiaro infatti che la nozione di
_trasporto rigido sia alla base del concet-
to classico di uguaglianza delle figure
geometriche.

In particolare ci pare chiaro che la idea
del movimento rigido sia alla base del
11T postulato del 1 libre degli Elementi
di Euclide; ¢ che la idea del irasporto
rigido e delle proprieta del continuo
geometrico sia alla base, per esempio,
delle proposizioni I e 1 dello stesso I li-
bro, laddove & data come eseguibile ¢
dotata di sensc la operazione che ¢on-
siste nella costruzione delle intersezioni
di due circonferenze o di una circonfe-
renza ¢ di una retta per il suo centro.

. Analogamente la concezione che consi-
dera la continuitd come una proprietad
fondamentale degli oggetti della geome-
tria appare chiaramente fondata su una
facile e comprensibile estrapolazione del-
la esperienza sensibile; essa appare giu-
stificata dalle concezioni della fisica del
tempo ed anche dei secoli successivi ad
Euclide, concezioni che accettavano il
concetto di « materia continua » come
un dato elementare ¢ primario della e-
sperienza, dato che pertanto, in quellor-
dine di idee, non aveva bisogno di ulte-
riorl precisazioni.

E de] resto occorre ricordare che queste
erano le idee che fondavano la concezio-
ne della fisica fino alla fine del secolo
XVIII e forse anche oltre.
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Infine vorremmo dire che la estrapola-
zione, ad una distanza qualunque, della
validitd dei risultati di una esperienza
eseguita in una regione limitata dello
spazio & alla base dell’enunciato del V
postulato di Euclide.

Ci pare di poter dire che 'entrare in cri-
st di ognuno dei punti che abbiamo clen-
cato poco fa ha portato in modo guasi
naturale ad un cambiamento della strut-
iura della geometria e ha dato origine
ad un ampliamente dell’orizzonte di
questa scienza, con’ accrescimento def
contenuti e, potenzialmente, dei metodi.
In questa luce si potrebbe anche dire
che la nascita e la maturazione della
geometria non euclidea £ soltanto uno
degli episodi e dei momenti nei quali
si & realizzata la rottura del quadre del-
la geometria classica e la sistemazione
pitt moderna di questa scienza; essa ha
avuto un indubbio valore « scatenante »
e percid forse oggi ancora attrae molte
attenzioni; ma fprse il quadro & molto
piti complesso di quanto non appaia a
chi guardi prevalentemente agli attori
che sono al proscenio.

Nelle pagine seguenti la nostra esposi-
zione seguird in linea di massima l'ordi-
ne dei punti che abbiamo elencato, e
precisamente cercherd di analizzare la
progressiva estensione del concetto di
geometria al cambiare ed al trasformay-
si delle certezze sulle quali la geometria
classica fondava implicitamente il pro-
prio edificic ed i propri metodi e quin-
di la sua stessa esistenza. '
Per svolgere il nostro discorso c¢i pare
molto opportuno fondarci sufle idee di-

rettive esposte da F. Klein nella sua ce-

lebre dissertazione, che viene attualmen-
te richiamata con la espressione « Pro-
gramma di Erlangen ». Pensiamo che la
potenza unificante della impostazione
kleiniana autorizzi il mancato rispetto
del rigoroso ordine cronologico; avva-
lorando cosi la tesi secondo la quale fre-
gquentemente, nello sviluppo della scien-
za, le idee veramente profonde ed unifi-
canti si presentano a conclusione di pro-
cessi spesso lunghi, di sviluppi tumul-
tuosi e di evoluzioni tortuose.

Seguendo lo schema esposto, vorremmo
anzitutto analizzare gli sviluppi conse-
guenti all’ampliamento del gruppo delle
trasformazioni geometriche e quindi al-
la crisi della geometria metrica tradizio-
nale, fondata sulla accettazione acritica
del concetto di trasporto rigido e di cor-
po rigido. Ci pare che il primo passo in
questa dirgzione sia stato fatto con la
invenzione della geometria proiettiva, e
quindi con la accettazione del fatto che
le figure gecmetriche possano essere tra-
sformate anche per proiezione e non so-
[o con movimend rigidi o con similitu-
dinj che lasciano invariati gli angoli. E
inutile ricordare la massa di risultati
nuovi che sono venuti cosi ad accresce-
re il patrimonio della geometria; ma va-
le la pena di csservare che in guesto
modo anche i risultati gid noti sono sta-
ti guardati in una Juce del tutto nuova;
tale & il caso delle proprietad delle coni-
che, 'le quali erano state classicamente
definite come curve otjenute secondo jl
cono (o al limite il cilindro) rotondo, ed
in questa nuova concezione sono viste

come curve ottenute per proiezione del-
la circonferenza. E vorremmo ricordare
che, nello spirito del metodo geniale in-
trodotto da V. Poncelet, i nuovi risultati
sono stati ottenuti propric con una nio-
va « lettura » dei vecchi, lettura motiva-
ta dalla ricerca delle proprietd invarian-
ti delle figure di fronte alle trasformazio-
ni proiettive.

In questo ordine di idee si dovrebbero
anzitutto ricordare le applicazioni della
geometria projettiva alla rappresentazio-
ne degli enti geometrici dello spazio or-
dinario, che hanno trovato la loro rea-
lizzazione nei vari metodi della geome-
tria descrittiva.

Ma gli sviluppi pilt impertanti — a no-
stro parere — lungo questa linea sono
quelli che hanno portato, anche sotto lo
stimolo della problematica collegata con
la geometria analitica, all’algebra’ linea-
re, alla geometria proiettiva’ degli - iper-
spazi, alle varie geometrie-non. A qug

sto proposito ricordiamo come D. Hil="
bert, nella sua fondamentale opera de-
dicata ai fondamenti della geometria,
abbia collegato le varie « geometrie-
non » alle proprietd formali del calcolo
dei segmenti, aprendo cosi la strada al
collegamento tra lo studio delle struttu-
re algebriche e le problematiche della
geometria. )

Ricordiamo ancora che l'adozione dei
metodi della geometria analitica, il pro-
gresso dell’algebra e in particolare l'am-
pliamento degli insiemi numerici tradi-
zionali hanno portato alla geometria al-
gebrica, nel senso ‘classico. Questa dot-
trina infatti pud essere considerata co-
me uno dei filoni di ricerca pilt interes-
santi tra quelli che trovano la loro ori-
gine nei metodi della geometria analitica
¢ nell’ampliamento dei gruppi di trasfor-
mazioni delle figure.

Invero ¢ facile osservare che buona par-
te delle relazioni geometriche che trs

ducono le nozioni ed i problemi delle
geametria classica si esprimono con re-
lazioni algebriche; e moltissimi luoghi
geometrici che furono oggetto di studio
per la geometria classica si rappresen-
tano con equazioni algebriche nelle coor-
dinate cartesiane.

Si spiega cosl come la tecria delle fun-
zioni algebriche, cieg di quelle funzioni
deila variabile complessa che sono defi-
nite implicitamente da equazioni alge-
briche, sia presto diventata un capitolo
importante deil’apalisi complessa. A lo-
ro volta guesti studi davano occasione
ad altre ricerche di stile prettamente geo-
metrico, perché le proprietd di una fun-
zione complessa di variabile complessa’
non  possono  essere rappresentate nel
modo intuitivo che era abituale alla geo-
metria classica. Nello studio di queste
funzioni vengeno coinvolte delle pro-
prieta di topologia delle varietd a due
dimensioni, ¢ precisamente di certe su-
pertfici che furono introdotte da B. Rie-
mann e che in suo onore e ricordo ven-
gonc chiamate abitualmente « tieman-
niane » delle funzioni.

Altri studi, collegati con questi, davano
origing alle téorie riguardanti funziom
trascendenti « nuove » rispettc a quelle
conosciute da tempo, come le funzioni
ellittiche e le funzioni theta; funzioni
che permettono la parametrizzazione di
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curve algebriche oppure la soluzione di
problemi. di inversione e di altri.
Sempre nello stesso ordine di idee, vor-
remmo ricorddre anche tutta la grande
quantita di ricerche riguardanti le strut-
ture algebriche generali; argomenti che
§pesso vengono presentati con linguag-
gio geometrico proprio perché affonda-
no le loro lontane radici nella geometria.
Caso abbastanza tipico di ricerche co-
siffatte ci sembra quello costituito dalle
cosiddette « geometrie finite », e quello
delle geometrie costruite su corpi nume-
rici diversi dal campo redle o dal campo
complesso, che ne costituisce la pill na-
turale estensione.

Vorremmo ricordare infiné che anche gli
oggetti noti e studiati fino dall’antichitéa,
come per esempio i poliedri regelar,
possono essere visti sotto una lace del
tutto nuova quarido si adotti la visione
fella geometria che & presentata dalle
—idee di Klein. Vorremmo per esempio
ricordare che la impostazione che porta
a concentrare l'attenzione pilt sulle ope-
razioni che sulle cose in sé pud condur-
re lontano, per esempio al classico col-
legamento tra i gruppi dei poliedri re-
olari e le questioni riguardanti la riso-
%uzione,algebrica delle equazioni, oppu-
re alla analisi dei gruppi cristallografic
del piatio e dello spazio ed ai corrispon-
denti problemi di « pavimentazione ».

Abbiamo detto degli ampliamenti del
concetto di geometria che in certo sen-
50 lraggono la lore origine dail’amptia-
mentc del gruppo di trasformazioni a
cui pensiamo di poter sottoporre le figu-
re e quindi al conseguente cambiamento
delle proprieta prese in considerazione
come invarianti per quel gruppo.
Tuttavia la crisi pili clamoroza, ¢ stori-
camente pit importante, delle concezio-
1 classiche & certo quella che ha la sua

—origine nella critica della ingenhua esten-
dibilitd a distanza delle éesperienze lo-
cali; e potremmo identificare in quesia
crisi, pit 0 meno esplicitamente avver-
tita, la genesi della geometria non eu-
clidea. Si pud osservare infatti che il po-
stulato euclideo defla parallela non ri-
guarda delle costruzioni, non afferma la
possibilitd di trasportare delle figure o
di confrontare delle grandezze, ma si li-
mita ad alfetrmare la esistenza della in-
tersezione di due rette complanari quan-
do certe misure di angoli, eseguite in un
ambito che & alla portata dell’osservato-
re, danno un cerio risultato. Si tratta
quindi di una estrapolazione del signifi-
catd ¢ della portata della esperienza lo-
cale e quindi, a posteriori, appare ben
naturale che esso sia stato fatto opgetto
di critiche.

Pud essere interessante guardare sotto
questa luce la dimosirazione del V po-
stulato euclideo datd nel XVII secolo da
J. Wallis; come €& noto, questd dimostra-
zione si fonda sulla accettazione del po-
stulato della esistenza di una figura si-
mile ad una figura data {in particolare
ad un triangolo dato) e comungque gran-
de. Appare chiaro — a nosttro parere —
comé la enunciazione di un postulato co-
siffatto si fondi su un -atteggiamento psi-
cologico che accetta come evidente la
uniformita della esperienza geometrica,
e la liceita della sua estrapolazione, da

un ambito accessibile alla nostra espe-
rienza, a distanze comunque grandi.
Come & noto, la crisi delle certezze, pre-
sunte « intuitive », che stava alla base
della formulazione del V postulato, ha
avuto la sua manifestazione piu clamo-
rosa nella nascita delle geomeirie non
euclidee: ma le sue conseguenze hanno
avuto una portata molto pit vasta, so-
prattutto grazie all’apporto dei procedi-
menti della geometria differenziale, inte-
sa come insieme di metodi che utilizzano
I’analisi matematica ed i suoi strumenti
per studiare gli oggetti della geometria.
Si potrebbe dire che questi sviluppi han-
no il lore punto di partenza nella gene-
ralizzazione del concetto di coordinate, ¢
trovano il loro sbocco principzle nella
impostazione rivoluzionaria che B. Rie-
mann diedé dei fondamenti della geome-
tria; e non va dimenticato che proprio
con i metodi della geometria differen-
ziale E. Beltrami diede un modeflo di
geometria non euclidea di una varieta a
due dimensioni, cio# diede un contri-
buto determinante alla questione della
compatibilita logica dei sistemi di po-
stulati che fondano la geometria non
euclidea iperbolica.

Dalla impostazione di Riemann discen-
de tutta la serie di ricerche che hanno
condotto alla moderna concezione della
gebmetria come scienza che descrive in
modo ragionevole e coerente le nostre
esperienze sugli oggetti che ci circonda-
ne ¢ che noi manipoliamo.

Sempre in questa linea di pensiero acqui-
sta importanza fondamentale il concet-
to di « connessione »; questo potrebbe
essere descritto in modo approssimato e
sommario dicendo che la geometria, nel
suo complesso, viene costruita « saldan-
do » insieme varie faccette che rappre-
sentano le esperienze locali dei vari os-
servatori.

Appare quindi del tutto naturale il fatto
che questo insieme di concetti e di me-
todi abbia fornito gli strumenti per la
formulazione della tecria della Relativi-
ta generale. Possiamo intravvedere qui
un interessante parallelismo tra questa
visione della peometria e le concezioni
moderne della fisica; e possiamo aggiun-
gere che 'insieme degli strumenti del

Bernhard Riemann (Breselenz 1826 - Se-
lasca 1866).

calcolo tensoriale, inventati in origine
per gli scopi della geometria, risponde
in modo egregio a quella esigenza di ri-
cerca della « obiettivitd » delle osserva-
zioni e delle leggi che & uno degli scopi
fondamentali della fisica.

Abbiamo accennato di sfuggita alla geo-
metria analitica; vorremmo ritornare
qui sull’argomento vicordando gli ap-
porti che questo insieme di metodi ha
fornito alla geometria. Ma vorremmo
pure ricordare che. in senso per cosi di-
re opposto, anche la geometria ha forni-
to una grande quantith di stimoli e di
preblemi all’algebra ed all’analisi ma-
tematica. Invero, ci & gid capitato di
dire che il concetto di continuo geome-
trico & stato accettato dalla geometria
come intuitivo ed evidente per secoli,
ma possiamb aggiungere che questo con-
cetto & risultato fondamentale per la co-
struzione del calcolo infinitesimale e che
la fondazione rigorosa di questa dottri-
na matematica passa sostanzialmente at-
traverso la precisazione dell’idea di con-
tinuita.

La precisazione del concetto di conti-
nuo geometrico & avvenuta, come £ no-
to, attraverso la formulazione, in vari
modi e con vari atteggiamenti, di oppor-
tuni postulati, che hanno permesso di
esprimere in modo rigorosc questa pro-
prieta delle figure elementari della geo-
metria classica; essa ha condotto i ma-
tematici alla rimeditazione di un insie-
me di questioni di logica che sono stret-
tamente collegate con la teoria degli in-
siemi e con la problematica dei fonda-
menti della matematica.

Nell'ambito dell’opera di  precisazione
dei concetti, prima accettati acriticamen-
te perché ritenuti « evidenti », non vor-
remmo dimenticare apporto di G. Pea-
no con la sua celebre « tiovata » critica
della « curva» che riempie un quadra-
to. Risultato che ha contribuito a stimo-
lare un insieme molto fecondo di preci-
sazioni e di formulazioni rigorose.

Vorremmo dire infine che in stretto col-
legamento con le questioni riguardanti
I’analisi del concetto di continuitd & an-
che la genesi di una dottrina che & oggi
considerata una delle colonne portanti
dell’edificio matematico: la topologia.
Infatti uhe degli aspetti iniziali di que-
sta branca della matematica era quello
di « geometria delle figure deformabili »,
ovvero di geometria che ha come gruppo
fondamentale quello delle trasformazio-
ni biunivoche e bicontinue; ed in que-
sto ordine di idee essa si presentava co-
me un ulteriore ampliamento delle peo-
metrie cenosciute, e quindi come la ri-
cerca di proprietd invarianti delle figure
che sono per cosi dire ad un livello pii
profonde di quello abituale, perché ri-
conoscono la loro genesi psicologica in
esperienze estremamente comuni ed ele-
mentari.

Abbiamo cercato di presentare il gran-
de fenomero storico che si & verifica-
to con la dissoluzione del concetto clas-
sico di geometria guardando a quelli
che ci sembrano i punti critici fon-
damentali; puntt che — a nostro pa-
rere — mettono in evidénza il wvenir
meno di certe certezze e di certi con-
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cetti, accettati per secoli come «evi-
denti » ed «intuitivi». La Tav. 1, pre-
sentata nei « Materiali » a pag. 53, vor-
rebbe aiutare a seguire il nostro pen-
siero, e ad introdurre un certo ordine
{ovviamente dal nostre punto d; vi-
sta) in una situazione che a prima vi
sta si presenta come multiforme e com-
plessa.

Pensiamo di poter affermare che, come
sempre, anche nel caso della geométria
ogni-crisi, dopo un certe sconvolgimen-
to sz1ale & seguita da upn periodo di
riflessione e di assestamento che condu-
ce ad una assimilazione vitale della cri-
si e diventa poi puntc di partenza per
chiarimenti, nuove sistemazioni e nuove
scopette.

Non inténdiame insistere in questo ar-
gomento, clie tuttavia meriterebbe molta

attenzicne; vogliamo soltante ricordare
ché a nostro parere la geometria, nel-
I'ambito della matematica, mette in es-
sere 'apporto ineliminabile che la fan-
tasia di ad ogni attivitd razionale del-
J'uomeo; attivitah che non pud essere sol-
tanto formalmente deduttiva, ma che de-
ve essere necessariamente di creazione
e di invenzione.

A nostro parere, in questo campo, ci pa-
re essenziale I'apporto che la rappresen-
tazione fantastica del mondo ¢ delle no-
stre esperienze pud dare dlla conoscenza
razionale e scientifica della realia; e di
conseguenza ci pare che la geometria,
nei suci vari aspetti, rimanga unc dei
capitoli fondamentali della rodtematica.

Carlo Felice Manara
Universita di Milano

1l 51gn1f1cat0
epistemologico delle
geometrie non euclldee

di Evandro Agazzi

La bimillenaria discussione sul postula-
to della parallela pud essere considerata
come una conseguenza e, nello stesso
tempo, comie una messa alla prova della
concezione aristotelica di scienza dimo-
strativa perfetta. Se, infatti, « dimostra-
re » una proposizione significa ricavarla
logicamente da altre gid ammesse (pre-
messe), & chiaro che, non potendosi ri-
salire all’infinito nella ricerca di pre-
messe, e non potendosi neppure richiu-
dere in cerchio il ragionamenic (assu-
fnendo come premesse le stesse proposi-
zioni che si intendono dimostrare), & in-
dispensabile che ogni dimostrazione
muova da proposizioni primifive, non
soltanto non dimostrate, ma addirittura
indimostrabili. Con questa argomenta-
zione, Aristotele codificava negli Anali-
tici Posteriori la nozione di « metodo as-
siomatico» (gli assiomi essendo, per ec
cellenza, le proposizioni prime indimo-
strabili di ogni dimostrazione), Discu-
tendo poi della nozione di sapere per-
fetto, tale ciot da meritare per davvero
la quahﬁca di «scienza », Aristotele lo
caratterizzava come quello che consta di
proposizidni vere, fornite per di pid
della fondazione logica della loro veri-
ta, ottenuta mediante’ dimostrazione. Per
quanto sopra chiarito, una scienza per-
fetta doveva presentarsi quindi come un
sistema assiomatizzato di proposizioni
vere, delle quali alcune dovevano essere
vere ¢ indimostrabili (ossia assolutamen-
te vere o vere di per sé) e le altre vere
in quanto dimostrate a partire dalle pri-
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me (ossia vere in conseguenza di gue-
ste). Le proposizieni assolutomente vere
venivano chiamate « assiomi» 0 « po-
stulati» (i primi di validita molto gene-
rale, i secondi di validitd specificamente
ristretta alla scienza particolare in og-
getto) e la loro scelta era legata ad una
immediata « evidenza » della loro veri-
ta, risultantsé da un atto di « astrazione »
di certe proprieta essenziali degli ogget-
ti. studiati.

Riassumendo il tutto, diremo che, secon-
do 1la conceziorie aristotelica, in una
scienza perfetta ogni proposizione deve
risultare o evidente, o dimostrata, ta di-
mostrazione non essendo a sua volta al-
tro che una riduzione all’evidenza (del-
le proposizioni primitive), ottenuta ap-
plicando alle proposizioni non evidenti
i puri e semplici metodi della loglca
formale.

Gli « Elementi » di Euelide, proponen-
dosi di essere una sistemazione assoluta-
mente rigorosa delle conoscenze mate-
matiche fondamentali, assai piit che
un‘opera destinata alla preséntazione di
scoperte originali dell’autore, adottano
in pieng, come & noto, la concezione ari-
stotelica e organizzano lintero sapere
matematico « elementdre» (ossia basila-
re) dell’epoca in modo che ®esso discen-
da per dimostrazione da un numero re-
lativamente piccolo di assiomi e di po-
stulati iniziali. Ma va anche detto che
tale concezione aristotelica rimase intat-
ta fino al secolo scorso, come sarebbe fa-

cilissimo documentare, ¢ che proprio la
costruzione delle geometrie non euclides
ne comportd una profonda, anche se non
totale, revisione. Per afferrare in modo
esatto 1! senso di questa grande vicenda
storica bisogna capire bene che ad una
proposizione scientifica si richiedevano
due requisiti: quello di essere intrinse-
camente verd, e quello di essere garan-
tita come tale in base all'evidenza o in
base a una dimostrazione. QOra, come si
¢ visto negli articoli precedenti, la veri-
ta del postulato euclideo della parallela
non fu mai messa in dubbio, fino al se-
colo scorso, mentre gia lo stesso Euclide
nutriva perplessita circa la sua evidenza
e. come a lui, tale evidenza apparve pro-
blematica a una nutrita schiera di ma-
€matici: per quésto essi si sforzarono
di darne una dimostrazione, cercando di
«<ridurlo » o agli altri postulati euclidei
ritenuti per davvero evidenti, o a quest’
accresciuti di un nuovo postulato ritena—
to evidente. Non & difficile rendersi con-
to che al di sotto di questo generale mo-
do di pensare operava tacitamente una
tesi filesofica assai impegnativa: fufio
cio che & vero & anche o evidente o di-
mostrabile.

Ma un uiteriore presupposto stava alla
base di quello testé enunciato: ogni
scienza, compresa la matematica, ha un
valore contenutistico, ossia intende par-
lare di cerii oggetti presenti nella realta
isole a questa condizione, infatti, si pud
parlare di veritq delle proposizieni, al-
meno secondo la concezione classica del-
la veritd come « adeguatezza » di cid che
i dice rispetto a cid « attorno a cui »
si dice). Perfino dopo la celebre « rivo-
luzione copernicana » di Kant, consisten-
te nell’affermazione che, nel processo
della conoscenza, non & il soggetto a re-
golarsi sugli oggetii, ma sonc questi a
regolarsi sul soggetto, questo aspett
contenutistico rimaneva intatfo.
anche per Kant non si ha conoscenza se
nen guando le forme pure dell’intelletto
si applicano a « intuizioni » di prove-
nienza extrasoggettiva e legate alla « re-
ceftivitd » dei nostri sensi. Pertanto, &
facile sorridere della presunta pusilla-
nimith del grande Gauss, quando in una
lettera a Bessel scriveva di non voler
pubblicare i suoi risultati di geometria
non euclidea perché, data la ioro anti-in-
tuitivita, temeva di suscitare « gli stril-
}i dei Beoti». Ma tale atteggiamento di
compatimento deve scomparire non ap-
pena si legga. dd esempio in una lettera
a- W. Bolyai di trent’'anni prima, che
egli esitava a fidarsi di tali risultati per-
ché essi avrebbero condotic a « porre in
dubbio la wverita della geometria », in
quanto implicanti proprieta di cui lo
spazio teale potrebbe benissimo non go-
dere (si vedano i passi di queste, ¢ di
altre lettere nei « Materiali In inserto »).
In altri termini, agli occhi di- Gauss la
pura ccerenza logica non era garanzia
sufficiente della verita, ossia dell’adegua-
tezza contenutisiica, delia geometria, che
anche per lui, come per tutti i predeces-
sori, continuava ad essere vista come la
« scienza » delle proprieta dello spazio.

Con 'opera del Saccheri si realizza una
prima importante « rivoluzione », che
potremmo chiamare la « svelta logica »
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